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INTRODUCTION 
Soit k un corps de caractbristique p et G un groupe lini dont les p-sous- 
groupes de Sylow sont non cycliques. Sous ces hypotheses, Higman a mon- 
tre [9] que l’algebre de groupe kG est de representation inlinie. C la veut 
dire qu’il existe une infinite de modules indecomposables non isomorphes. 
Par contre, siles p-sous-groupes d  Sylow sont cycliques, kG est de 
representation l nie. 
Nous dirons qu’un kc-module st symktrique s’il admet une forme 
bilintaire symetrique non degentrte pour laquelle groupe agit par 
isometrics. 
Nous nous proposons de montrer que pour les m&mes hypotheses que 
celles du thtoreme de Higman, l’algebre kG est aussi de representation 
symktrique infinie, c’est-a-dire adm t une infinite de modules indecom- 
posables symetriques nonisomorphes. 
On verra d’abord qu’un p-groupe non cyclique H est de representation 
symttrique inlinie (caract k = p). 
Nous reussissions a construire des modules symetriques qui restent 
indecomposables ors de l’induction d’un p-sous-groupe de Sylow a son 
normalisateur. La correspondance de Green permet alors d’obtenir le
thtoreme. 
Cet article r prend une partie de ma these de doctorat [3]. Je tiens a
remercier ici M. Kervaire, mon directeur de these. Son aide aCte indispen- 
sable pour obtenir ces resultats. 
I. ENON&, MODULES 
Soit k un corps et G un groupe. Les kc-modules consider& seront tou- 
jours a gauche t de type lini. 
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DEFINITION. Un kc-module M est dit E-symPtrique (E= + 1) s’il admet 
une forme bilintaire 
b:MxM-+k 
s-symttrique, non dtgtntrte e  veriliant 
VSEG, b(sm, sn) = b(m, n). 
Souvent, ( + 1 )-symetrique est r mplace par symetrique et ( -1 )-symetrique 
par antisymetrique. 
Remarques. Si M est un module symetrique, il est autodual. 
L’isomorphisme entre M et le module M* = Hom,(M, k) muni de I’action 
(s. q)(m) =cp(s- ‘m) est don& par l’adjointe b(m, - ) de la forme symetri- 
que b. 
Reciproquement, si M est un module indecomposable utodual, et si la 
caracteristique de k est differente de deux, alors M est symttrique o  
antisymetrique. 
En effet, soit c:M+M* un isomorphisme. Considerons 
c = ((c +c*)/2) + ((c -c*)/2). Le premier terme est symttrique, l  
deuxieme antisymetrique. L’un des deux est inversible car End,,M est un 
anneau local. (Lemme de Fitting, [6p. 1251.) 
Nous pouvons Ctre plus p&is lorsque End,,M/rad Endk,M N k. Dans 
ce cas, et si M est indecomposable utodual, i  est symetrique o  (exclusif) 
antisymetrique. Cela ussi est facile a verifier. 
DEFINITION. L’algebre kG est dite de representation s-symetrique non 
bornte si: 
lorsque k est infini: il existe une infinite de classes d’isomorphisme de 
kG-modules indecomposables s-symttriques de dimension d, pour des 
entiers positifs d arbitrairement gra ds. 
lorsque k est fini: il existe d s kG-modules indtcomposables s-symetri- 
ques de dimension arbitrairement gra de. 
L’objectif de cet article estle resultat suivant: 
TH~OR~ME I. Soit G un groupe fini et k un corps de caracthistique p. 
Supposons qu’un p-sous-groupe de Sylow de G est non cyclique. L’algsbre kG
est alors de representation symPtrique non born&e. 
Nous montrerons d’abord letheoreme lorsque G st un p-groupe abelien 
Clementaire (p # 2), en construisant des modules a partir decertains 
modeles. Nous supposerons e uite l corps inlini, et le p-sous-groupe de 
REPRlkENTATIONS MODULAIRES SYMkTRlQUES 539 
Sylow de G normal et non cyclique. Dans ce cas l’induction permet de 
montrer le theorbme. Entin le cas general ( orsque le corps est intini) est
obtenu en utilisant le correspondance de Green. 
Nous verrons ensuite comment obtenir letheoreme pour les corps finis 
lorsqu’il est Ctabli pour les corps algebriquement ~10s. 
Le cas p= 2 sera trait& en appendice. 
Remarques. (1) Je ne sais pas si le thtoreme 1 st vrai lorsque l’on rem- 
place symetrique parantisymetrique. Sous certaines hypotheses ( xplicittes 
a la Sect. 3)sur le p-Sylow ou sur son normalisateur, il est possible den
donner une demonstration (v ir [3]). Mais quelques cas restent ouverts. 
Soient C3 x C, le 3-groupe abelien tltmentaire d’ordre 9 t C2 le groupe 
cyclique d’ordre 2. Soit G= (C, xC,) >a C, le produit semi-direct pourl’ac- 
tion de Cz “passage a l’inverse.” Soit k un corps de caracttristique 3 
algtbriquement ~10s. Jene sais pas si kG est de representation ntisymetri- 
que tinie ouintinie, j’ignore mCme s’il existe dans ce cas un kc-module 
antisymetrique indecomposable. 
(2) Le thtoreme 1 st faux lorsque l’on remplace kG par une algebre 
avec involution et derepresentation inti ie. Le contre-exemple suivant m’a 
et6 indique par Quebbemann: Soit k un corps quelconque et A l’algebre du 
carquois: 
Notons A= A/rad2A. L’algebre A est de k-dimension li ie etde reprtsen- 
tation non bornee. Considerons surA l’involution donnee par: 
q=e,, a = c, 
q=ez, 6= d. 
Le seul module indecomposable utodual est 
O=:ksO. 
D~~FINITION. Considtrons le semi-groupe ( our la somme orthogonale) 
des classes d’isometrie de kG-modules symetriques. L  groupe de Witt 
direct, note DW(kG) est le quotient dece semi-groupe parla relation 
d’iquivalence de Witt: M - No il existe d s kG-modules symttriques 
neutres X et Y avec 
N designe I’isometrie de modules, I la somme orthogonale. Un module 
symetrique estneutre s’il admet un mPtaboliseur facteur direct, ’est-a-dire 
un facteur direct tgal ason orthogonal. 
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Le resultat suivant decrit DW(kG). 11 est demontre dans [12]. 
FROP~SITI~N. Soit ind,, kG l’ensemble desclasses d’isomorphie de kG- 
modules indecomposables symttriques. Soit ME ind +i kG. Notons End,, A4 
le corps gauche Endk, M/rad Endk, M. 
DW(kG)= @ WH( Endk, M, - ). 
Memd+,kG 
Chaque terme de cette somme directe designe l groupe de Witt des for- 
mes hermitiennes sur EndkcM, par rapport a l’involution . Celle-ci est
obtenue en choisissant une forme symetrique b sur M et en posant 
J= b - ‘f* b (passage a l’adjoint de l’endomorphisme f). 
En utilisant cette proposition et letheoreme 1,le corollaire suivant est 
immediat: 
COROLLAIRE 2. Soit k un corps de caracteristique p et G un groupe fini 
dont un p-sous-groupe de Sylow est non cyclique. Alors DW(kG) est de 
generation nfinie. 
Remarque. Si nous supposons que k est un corps fini ou bien algebri- 
quement clos, cela garantit quechaque DW(EndkcM, - ) est de generation 
finie (voir [4]). Dans ce cas la rtciproque d  corollaire 2 estCvidente. 
Modeles et modules ymdtriques 
A partir decertaines donnees, nous allons construire desmodules 
symttriques sur une algebre d groupe. L’idee d la construction v e t de 
l’analyse des suites deLoewy des modules symetriques de hauteur 3.
Soit k un corps de caracteristique p # 2 etG un groupe Iini. 
DONN~ES. U un k-espace vectoriel 
f : G -+ Hom,( U, U) un homomorphisme: 
f(ss’) = f(s) +f(s’), pour tous , s’ EG, 
b: U* -+ U une forme bilintaire sym trique non
degtneree t lle que, 
f(s) bf(s’)*: U* + U est symetrique pour tous , S’E G. (*I 
Considerons l’expace vectoriel U@ U@ U*. Nous le munissons dune 
action deG en associant  chaque SE G la matrice 
1 f-(s) -&f(s) U”(s)* 
S est un homomorphisme en vertu de (*). 
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Chaque S(s) est une isomttrie de la forme bilintaire 
Le kc-module symttrique obtenu est note Mfih. 
Remarques. Supposons que G est un p-groupe (p # 2) et k de carac- 
teristique p. Une k-base du radical dekG est alors {s - 1 },, (;. Supposons 
que l’homomorphisme f des don&es verifie ns E G Ker f(s) = 0. 11 est alors 
facile d verifier quela hauteur de IMPS est 3. (La hauteur dun module est 
la plus petite puissance duradical qui annule le module). 
Supposons que n,, G Ker f(s) = 0 et que C,Y EG Im f(s) = U. Nous avons 
alors: 
(rad kG)Mji,= U@ U@O et socM,;b= U@O@O; 
sot Ffih designe le socle du module, c’est-a-dire l’ensemble des elements 
annul& par le radical del’algebre. 
Morphismes des modiles. Soient MLb et MySbS des modeles de 
kG-modules symetriques. Supposons que le radical etle socle des modeles 
sont donnes comme a la remarque ci-dessus. 
FR~P~SITION 3. Une application lintaire cp: MAb + Mf’,bf est un 
kG-morphisme si t seulement si: 
(i) cp est riangulaire supdrieure 
(ii) les conditions suivantes sont vk$~es: 
VSEG, 0) cpJ(s) =fW cp2, 
(ii) cp,bf(s)* = blf’(s)*q3, 
(iii) -x/g(s)* =f’(s)z. 
Ce resultat est facile a verifier. 11 decoule du fait qu’un kG-morphisme 
doit preserver le radical etle socle, puis du calcul de l’egalite matricielle 
cpS(s) = s’(s)cp. 
La hauteur au moins 3 pour les modules indtcomposables symetriques 
est indispensable, au vudu resultat suivant: 
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LEMME. Soit k un corps de caractdristique p # 2 algdbriquement clos et 
G = C, x C,, le produit dedeux groupes cycliques d’ordre p.
Tout kG-module indecomposable utodual dehauteur 2 est antisymetri- 
que. 
La preuve se fait par inspection de la liste d s kG-modules de hauteur 2 
qui s’obtient a partir dela classification des representations indecom- 
posables du carquois . =:. (voir [2, 1I). 
II. p-GROUPE ABELIEN BLNENTAIRE (p#2) 
Soit H,, un p-groupe abelien lementaire non cyclique, p # 2, dont nous 
lixons une base: 
H, = (ho, h, ..., h, 1 hp = 1, h,hi = hjhj), n>, 1. 
DEFINITION. Soit A= (1, A, ,..., A,)Ek”+ ‘. M’; dtsigne l kH,,-module 
symetrique obtenu a partir des donnees suivantes (cf. Sect. I): 
U = k-espace vectoriel de dimension m avec base choisie; 
6: U* + U la forme bilineaire symttrique 
non dtgtntrte de matrice 
; 
fi : H, + Hom,( U, U) l’homomorphisme det rmine par: 
0 
.fAhd = 1, fdhJ=J;:= ; ~ 
I 
fl(hi) = li si i> 2. 
Pour que la condition (*)des donnees soit verifiee l suflit de constater 
que la matrice J,b est symttrique. 
L’etude s modeles nous montre que les modules My sont de hauteur 3 
et que 
sot MT = U@O@O; rad M,M= U@ U@O. 
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PROPOSITION 4. (a) M’; est un module indecomposable pour tout II =
(1, A,,..., J,)Ek”+‘. 
(b) M’;1:M;oA=p. 
Cette proposition demontre done le thdoreme 1 lorsque G = HO, un 
p-groupe abelien lementaire noncyclique. 
Preuve de (a). Considtrons u  kH,-endomorphisme dempotent cp de 
My. Par la proposition 3 (s =h,), nous obtenons que ‘pl =(p2 et q2b = bq,. 
Puis avec s= h, , nous avons que cp, commute aJA,. D’autre part cpi , (p2 et 
(p3 sont idempotents car cp l’est. 11 suit que cp, =0 ou 1. Sous ces conditions 
il est immediat que cp =0 ou 1. 
Ainsi MT est indtcomposable car unfacteur direct non trivial donnerait 
lieu aun idempotent nontrivial. 
Preuue de (b). Soit cp un kH,,-isomorphisme de M’J dans M;. Comme 
avant, nous avons cp, =(p2 et ‘p, J1, =Ji,, ‘pl. De la proposition 3 (s =hi) 
nous tirons licpi = ,ui(pi pour i3 2. Comme cp est inversible, ‘pl est aussi et 
nous concluons 2 = p. 1 
Le theoreme suivant sera fort utile par la suite: 
Notation. Soit r~ un automorphisme d’un groupe linit G.Soit M un kG- 
module. Lemodule a-conjugue “M est le m&me espace vectoriel M muni 
dune nouvelle action deG: 
sm = o’(s)m pour tout sE G. 
Cela fournit une action a gauche de Aut G sur les classes d’isomorphisme 
de kG-modules. 
THI~OR~ME 5. Supposons lecorps k infini. Soit E l’ensemble deselements 
(1, A1 ,..., &)~k”+’ (n 3 1) utrfiant: 
(a) Pour tout 2E E et pour tout automorphisme o non scalaire de HO, 
on a 
My & “(My). 
(b) Quel que soit LEE, l’ensemble { 1, 1, ,..., ,I ,} est lineairement 
ndependant sur [F,. 
E est un ensemble in$ni. 
Nous identifions k”+ ’ ak OFp H,,. De cette facon Aut HO c GL(k”+ I). 
LEMME 6. Soit g E Aut H,. Supposons que My N “(My). Alors 
1, 2 , ,..., A, ) est un vecteur p opre de (a ~ ’ )‘. 
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Preuve. Remarquons d’abord que si M, est un kH,-module construit a 
partir dedon&es (cf. Sect. I), et si cr EAut H,, nous avons “M/ = Mf,-i. 
Soit (xii) lamatrice d (a-‘)’ dans la base de H,. 
Nous avons done =M, = M,),, ohg, = fj..op I, c’est-a-dire: 
g,(hj)=X()i+X,,Jj., +X2ilt2+ “’+X,iln. 
Pour chaque ila matrice g,(h,) est done triangulaire inferieure avecune 
seule valeur p opre: 
a,=x,i+x,,i,+ ... +x,,A,. 
Assertion. f,(h) et gA(h,))‘g, sont conjuguees pour tout hEHO. 
Considerons cp:M, + OMn un kti,-isomorphisme. Selon laproposition 3 
nous avons 
VhEH,, cp,f,(h) = g,(hh. 
En particulier g,(h,) = cp, cp;’ car f,(h,) = 1. Cela montre que g,(h,) est 
inversible et que 
VhE H,, fn(h)=(Pz’Cg~(ho)-‘gl(h)l(pZ. 
Or g,(hO)-’ et gn(hj) commutent. La valeur p opre de leur produit est 
done le produit des valeurs propres a;‘ai. (Le scalaire a, st non nul car 
g,(h,) est inversible.) 
D’autre part, lavaleur p opre de f,(hi) est Ai pour chaque i. Nous avons 
done Ai= ~;‘a;. Mais a, est la i&me composante d (a-‘)‘( 1, A,,..., A,,). 
Ainsi (1, 2, ,..., 1,)est vecteur p opre de (a- l)f avec valeur p opre a,. i 
Preuve du thPorPme 5. Soit g un automorphisme nonscalaire de HO. 
Notons I/, la reunion des espaces propres decr dans k”+ ‘. I1 s’agit dune 
reunion linie d sous-espaces stricts de k”+ ‘. 
Notons V0 le sous-espace de k”+’ form6 des vecteurs de premiere coor- 
don&e nulle. 
Considtrons 
FE k”+l 
[ ( ‘1
Vou u V, u Kerr u (0) 
UEAU~HO reEndH,, >I 0 $yJ rdiagonal 
I#0 
Ce complementaire F estune reunion i tinie de droites car kest infini et 
nous otons de k”+’ une reunion Iinie d sous-espaces vectoriels stricts. 
Sur chaque droite d F, choisissons le point dont la premiere coordonde 
vaut 1(nous avons ott V, de k”+‘). 
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L’ensemble E’ de ces points e t done infini et contenu dans l’ensemble E 
du thtoreme 5.
En effet, soit ,I EE’. Soit g un automorphisme nonscalaire de H,. Par 
construction de F,puis de E’, le vecteur I n’est pas vecteur p opre de 
(U I)‘. Envertu du lemme precedent, M, et uM, ne sont pas isomorphes. 
La condition (b)pour l’ensemble E’ est aussi satisfaite. En effet, l’ensem- 
ble { 1, I,,..., A,} est [F,-lintairement d p dant si et seulement si
2 = (1, A, ,..., 2,)EKer z, pour z un endomorphisme diagonal non nul de 
Ho. I 
111. p-SOUS-GROUPE DE SYLOW INVARIANT 
Soit G un groupe lini dont le p-sous-groupe de Sylow H est normal. 
En vertu du theoreme de Schur-Zassenhaus (voir, par exemple, 
[6, p. 184]), G est un produit semi direct 
G=HxQ 
pour une action a gauche de Q sur H. 
Notons H,, le plus grand quotient abelien Cltmentaire de H,c’est-a-dire 
H, = H/( [H, H], HP) (quotient de Frattini). L’action de Q sur H passe 
au quotient HO et nous obtenons une surjection 
Si nous supposons H non cyclique, il st bien connu que H admet un 
quotient abelien non cyclique (voir, par exemple, [ 5, p. 191). Ainsi HO est 
non cyclique. 
I1 est clair que le thtoreme 1 pour k(H, >a Q) entraine e thtoreme 1 pour 
k(H >a Q). En effet un k(H, >Q )-module est automatiquement un 
k(H >Q )-module etcela fournit une injection quipreserve les modules 
indecomposables et ur proprittt d’etre symttrique. 
La demonstration du theoreme 1 pour k(H, >a Q) repose sur le lemme 
suivant qui est bien connu. Voir, par exemple, [7, p. 1051. 
RAPPEL. Le sowgroupe dinertie d M darts G est le sous-groupe de 
stabilite de l’action deG sur les classes d’isomorphisme de kH-modules: 
“M = IpaM oii rp, est l’automorphisme de G defini par q,(s) = asa-‘. 
LEMME 7 (Cridre d’indecomposabiliti pour l’induit). SoitG un groupe 
f;ni et H un sous-groupe normal de G. 
Soit M un kH-module indecomposable dont le sous-groupe d’inertie IM st 
trivial (ZM = H). 
Le module induit Mf G = kG gkH M est alors aussi ndecomposable. 
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Malheureusement, nous ne pouvons appliquer di ectement le lemme 7 
aux kH,-modules My. Le sous-groupe Q, de Q forme des elements qui 
agissent comme des scalaires sur HO est contenu dans l’inertie de chaque 
M’J dans HO >a Q. D’apres letheoreme 5a), lorsque 1 EE, le sous-groupe 
d’inertie de My dans H, >a Q est exactement H, >a QO. 
PROPOSITION 8. Soit H, WI p-groupe abdien dkmentaire non cyclique 
(p # 2). Soit Q un groupe fini agissant rigauche sur H,. 
Soit QO le sous-groupe deselements deQ qui agissent comme des 
scalaires sur H,. 
L’action de H, sur les modules My pour 1 E E, m E N &end en une 
action deH, >Q , par isometrics de la forme bilineaire B dont M’; est 
muni (cf. Sect. I). 
Le k(H, >Q O) module indecomposable sym trique ainsi obtenu sera 
note. A@. Son sous-groupe d’inertie est rivial d ns Ho >a Q. 
Preuve. Noter que Q, est normal dans Q et done H, x Q, est normal 
dans H, >a Q. 
Le sous-groupe d’inertie de My (A E E) dans H, >a Q est H, x Q, en 
vertu du theoreme 5a). 
Soit x: Q, + F; le caractere de l’action de Q,, sur H,,, i.e., aha-’ = hxCa). 
Soit aE Q,. Nous faisons agir a sur My par la matrice S(a) =
diag{ x(a), 1, x(a)-‘}. 11est immtdiat deverifier que 
S(a) S(h) = S(hXCa)) S(a) pour tout hE H,. 
Nous obtenons done bien une action deH, >Q Q, sur Mr. De plus il 
s’avere que s(a)‘B,S(a) = B oh 
est la forme qui fait de My un module symetrique. 
La derniere partie d la proposition est vraie db que le sous-groupe 
d’inertie I dunkH-module A4est encore normal dans le groupe et qu’il est 
possible d’ tendre l’action de H sur A4 a ce sous-groupe I. 1
Remarque. La preuve de cette proposition n’utilise que la propriett (a)
de l’ensemble E dutheoreme 5.La propriete (b)sera utilisee lorsque l
p-Sylow est non normal. 
En vertu de la proposition precedente chaque module VT = (&%“)tHoxQ 
est indecomposable pourchaque AE E. 
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Chaque VT est aussi symetrique. En effet, l’induit dunmodule symetri- 
que I’est encore. Ceresultat es obtenu en “induisant” aussi une forme 
symttrique d  module d’origine. 
Pour finir demontrer que k(H, xi Q) est de representation symttrique 
non born&e. ils&it de verifier le resultat suivant: 
LEMME 9. Soit m un entier positifSix& Lesk(H, x Q)-modules { Vy}i,t E 
sont tous de k-dimension 3m[Q : QO] et dkcrivent encore une infinite! de 
classes d’isomorphisme distinctes. 
Preuve. Nous avons vu (proposition 4) queM; N A47 o I = p. Mais ii 
est possible que l’induction ne soit pas injective, c’ st-a-dire qu’ilexiste 
,l,peE,A#p, avec Vy= V;. 
Assertion. Les libres del’induction sontinies. En effet, delinissons ur 
E la relation d’tquivalence 
Nous voulons voir que chaque E, = (u E E 1 p N A} est lini. Nous avons 
M,;,e V’fJHO, pour tout AGES.. Or si p # p’, nous avons A4; & M;. En 
utihsant le heoreme d Krull-Schmidt, il s’ensuit quelEj.1 < [Q : Qo]. 1 
Remarque. Le theoreme 1 st vrai lorsque l’on remplace “symetrique” 
par “antisymetrique” a condition de faire d s hypotheses upplementaires 
sur H, ou sur le catactere x: Q,+ IF; c k’. Voir [3] pour les details de ce 
qui suit. 
(1) Lorsque l rang de HO est superieur o  Cgal a3, il est possible de 
construire des kH,-modules indtcomposables antisymetriques dont le ous- 
groupe d’inertie dansHO >a Q est deja trivial. Pour cela, ilfaut considtrer 
des modeles unpeu plus compliquts queceux de la Section I. On rajoute 
aux donnles un homomorphisme A de G dans les applications li eaires 
symetriques d  U* dans U. Le modele st alors l’espace vectoriel 
U@ U @ U* muni de l’action de G dtterminee parla matrice S(s) de la 
Section I alaquelle on rajoute A(s) au coefficient (1, 3). En specifiant ce 
modele, il est possible d’obtenir desmodules de hauteur 3 avec les 
proprietts d&rites. 
(2) Lorsque l rang de HO est 2et le caractere x: H,-+ k’ est le car& 
d’un caracdre II/, ilsuffit de considerer des modules de hauteur 2 comme 
ceux de l’appendice e t article. 
Le sous-groupe d’inertie de c s kH,-modules dans HO x Q est H, x Q,, 
mais il est possible d’ tendre l’action a HO>a Q, au moyen de la formule 
S(a) =diag{lCl(a), ti(a)-’ 1. 
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Dans les deux cas, la dtmarche de cette partie p rmet d’obtenir que
k(H >a Q) est de representation antisymttrique non bornee. Les 
paragraphes suivants ne soul&vent aucune difliculte lorsque l’on remplace 
symttrique parantisymetrique. 
Mais le cas oti H, = C, x C, et od x n’est pas le carre dun caractere reste 
ouvert. En particulier, le groupe (C, xC,) X Cz de la Section I est 
l’exemple le plus imple pour lequel leprobleme est ouvert. 
IV. REDUCTION AU NORMALISATEUR 
TH~OR&ME 10. Soit k un corps de caractdristique p et G un groupe fini. 
Soit H un p-sowgroupe de Sylow et N son normalisateur. 
Supposons que kN est de representation symttrique non born&e de 
vortex H. C’est-a-dire supposons qu’il existe des modules indecomposables 
symetriques d  vortex H, de fagon on bornee au sens du theoreme 1.
Alors kG est de representation symetrique non bornee. 
Remarque. Puisque l vortex d’un module n’est defini qu’a conjugaison 
p&s, il est entendu q e “de vortex H” signifie “de vortex l’orbite de H sous 
la conjugaison du groupe”. 
Preuve. Considerons la correspondance de Green [S] 
g: ind,kN + ind,kG 
qui a chaque kN-module indecomposable A4 d vortex H associe g(M) le 
seul facteur indecomposable de MT’ dont le vortex st H. 
Assertion. SiA4 est un kN-module indecomposable sym trique de vor- 
tex H, alors g(M) est aussi symttrique. 
Tout d’abord MfG est symetrique grace a la forme induite. 
Considerons Mf’ = g(M) @ M, @ . . . @ M, une decomposition en 
kG-modules indbcomposables. 
Nous avons MT’= (MfG)*=g(M)*@M~@ ... @M,*. 
11 est clair que le vortex dun module st le m&me que celui deson dual. 
Comme g(M) est le seul facteur dont le vortex st H, il suit du theoreme d
Krull Schmidt que g(M) est autodual. 
Pour montrer que g(M) est symttrique, nous faisons appel au 
thtoreme 3.2 de [ 121 dont voici l’enonce: 
TH~OR~ME [ 123. Si Y est un kc-module muni d’une forme symetrique, il 
existe une decomposition orthogonale en sous-modules 
i=l j=l 
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oti les Yi sont isotypiques en un module indecomposable autodual dmettant 
une forme symetrique, et oti les Z, sont isotypiques en unindecomposable plus
son dual qui n’admet pas de forme symetrique. 
Dans nos conditions, ce thtoreme assure l’existence d’une decomposition 
orthogonale pour la forme de MTG 
MT” = g(M)IX 
car g(M) ~6 Mi pour tout i et g(M) est autodual. Ainsi g(M) est bien 
symetrique. C la montre l’assertion. 
Pour voir que kG est de representation symetrique non born&e, il s&it 
de constater que 
dim,Mddim,g(M)< [G:N]dim,M. 
Cela est dQ au fait que 
Me g(M)lN et g(M)eMf”. 
Au vu du thtoreme 10, il faut nous assurer que les modules ymetriques 
construits auxparagraphes precedents sont de vortex le p-Sylow tout entier 
(lorsque c lui-ci estinvariant). 
Nous aurons ainsi demontrt le thtoreme 1pour p # 2 et k inlini. 
PROPOSITION 11. Soit k un corps de caracte’ristique p et H un p-groupe. 
Soit MJb un kH-module symttrique construit a partir dedon&es comme a la 
Section I.
Supposons que f(s) est invertible pour tout sE H, s # 1, et supposons que 
M = Mf,h est indecomposable. 
Le vortex de M est alors H, sauf au cas suivant: H = Z/32, dim M= 3. 
Darts ce cas M est isomorphe a k(Z/3Z). 
Preuve. Soit H’ un sous-groupe strict deH. Nous allons montrer que 
M n’est pas (H - H’) projectif (sauf au cas enonce). Levortex de M est 
done H. 
Rappelons que M= U@ U@ U* et sot Ml,.= U@O@O, rad ML,. = 
U @ U 0 0 lorsque H’# 1 (car f(s) est inversible pour tout sE H’, s # 1, voir 
Sect. I). 
Cas H’ = 1. Si M est (H - 1) projectif, il est projectif. Or H est un 
p-groupe et M est indtcomposable, done ME kH. I1 suit que 
dim sot M = 1, done dim M = 3. La dimension de l’algebre du groupe st 
done 3, d’ou H= 432. 
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Cas H’ # 1. Considerons 
Tr$ : Endk,, ML,, + Endk,M 
‘P++ c f’cP 
tET 
ou T est une transversale de H’dans H et t. cp est dtfini par t. q(m) =
tq(trlm). 
Nous allons voir que Tr$ n’est pas surjective. En vertu du critere de 
D. G. Higman (voir, par exemple, [9, p. 971) nous en dtduisons que A4 
n’est pas (H - H’) projectif. 
Soit cp un kH’-endomorphisme de M qui est triangulaire sup rieur 
suivant laproposition 3. 
Pour obtenir t. cp il nous faut calculer S(t) cpS( t ~’ ). Chacune de ces trois 
matrices t triangulaire sup rieure. De plus les diagonales d  S(t) et 
S(t-‘) sont constituees d  uns. 
La matrice t.cp est done triangulaire suptrieure et sa diagonale est 
icpl, 923 4%). 
La diagonale de Tr$cp est done { 1 TI ‘pi, 1 TI (p2, ( TI (p3}. Mais I TI est 
une puissance de p car H est un p-groupe. C tte diagonale estdone nulle et 
Trg, n’est pas surjective. 1 
COROLLAIRE 12. Soit k un corps infini decaracthistique p # 2. Soit HO 
un p-groupe abClien t%!mentaire noncyclique. 
Les modules M’; pour 3, EE, m E N (cJ: Sect. II) sont de vortex HO. 
Preuve. I1 rtsulte du thtoreme 5(b), que f(h) est inversible pourtout 
h E H,, h # 1. La proposition prtctdente permet de conclure. 1 
Soit k un corps intini decaracttristique p et G un groupe lini dont un 
p-sous-groupe de Sylow H est non cyclique. 
Soit N le normalisateur d  H dans G. Done N= H >a Q. Soit HO le 
quotient de Frattini. Nous avons rc: H ~1 Q + HO >a Q. 
Le sous-groupe normal des elements deQ qui agissent comme des 
scalaires sur H, est note Q,. 
Nous avons considtre a laSection IIles modules My pour AE E. 11s ont 
indtcomposables symetriques, d  vortex H,, comme nous venons de le 
voir. Leur sous-groupe d’isotropie dansHO >Q Q est H, >a QO. 
Nous avons rtussi a ttendre l’action de H, sur M’; en une action de 
HO x Q,. Le module obtenu est note ii;i’J. Le module induit Vy= li;jyfHo’ Q 
est indecomposable symbtrique. 
Enfin, ous avons remonte c s modules par rc en des k(H >Q Q)-modules 
que nous continuons a noter VT. 11 faut nous assurer que le vortex de I’? 
est H. 
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Tout d’abord levortex deV’J dans H, >Q Q est H,, lorsque ;1EE. En effet, 
le vortex dechaque facteur indecomposable dun module restreint st inclus 
(a conjugaison pres) dans le vortex dumodule. OrMye VyJHO. 
Ensuite l vortex deV;[l dans H x Q est H. En effet, il est bien connu que 
si M est un kG-module indecomposable et F st un p-sous-groupe normal 
de G agissant trivialement (p = caracteristique de k) alors F est contenu 
dans le vortex deM et (vortex,M)/F= vortex,,,M. 
Les modules de la Section III construits sur le normalisateur du p-sous- 
groupe de Sylow H sont done bien de vortex H. En vertu du premier 
resultat de ce paragraphe, nous obtenons letheoreme 1 lorsque p # 2 et k 
infini. 
V. CORPS FINIS 
A la Section IVnous avons obtenu le thtoreme 1 lorsque l corps est 
inlini. Cette hypothbe st indispensable pourconstruire desmodules 
indtcomposables d’inertie triviale et vortex maximal (consequences du 
theoreme 5). 
En fait letheoreme 1 pour les corps finis decoule d sa validite pour les 
corps algebriquement clos(qui sont inlinis). L’idee m’a tte fournie par 
D. Benson que je tiens a remercier. 
THBOR~ME 13. Soit k un corps fini et k une clothe algibrique de k. Soit 
G un goupe fini. 
Supposons que I?G est de rephentation symPtrique non born&e. Cest alors 
aussi le cas de kG. 
Voici d’abord quelques rappels etnotations. 
DEFINITION (inertie scalaire). Soit Iun corps, G un groupe fini et A4 un 
IG-module. Soit 0E Aut 1. 
M” designe l m&me groupe abtlien que M, avec le mCme action deG, 
mais muni d’une nouvelle action deI: 
1. m = a(ll)m. 
Nous obtenons une action deAut 1 sur les classes d’isomorphie de IG- 
modules. Lestabilisateur d’un IG-module A4 est le groupe d’inertie scalaire, 
note S,. 
DEFINITION (extension et restriction des scalaires). Soitkc I une exten- 
sion de corps et V un kc-module. Le module ttendu ci 1 est IOk V. 
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Soit M un lG-module. L  module restreint ri k,note J4 est obtenu en ne 
considerant que l’action de kG sur M. 
Remarque. Soit r= Aut(l/k). L’inertie scalaire dans r dun module 
ttendu lOk V est r tout entier. 
Voici un resultat bien connu: 
PROPOSITION 14 (Critere d’indecomposabilite du restreint). Soitkc 1 
une extension galoisienne de degre fini. Soit M un IG-module indecomposable 
et supposons S, = 1 (l’inertie scalaire duns r= Aut(l/k) esttriviale). 
Alors kM est un kG-module indecomposable. 
DEFINITION. Soit k c 1 une extension de corps et M un /G-module. Nous 
disons que M est realisable sur k si M admet une l-base pour laquelle ’ac- 
tion de chaque sE S est acoefficients da s k.
L’enveloppe k-lidaire de cette base st un kc-module note M,. 
Remarque. lQk Mk = M. 
PROPOSITION 15 (Voir [ 10, p. 3941). Soit 1un corps fini et r un groupe 
d’automorphismes dont le corps fixe est k. Soit M un IG-module avec 
sM=r. 
Alors M est realisable sur k. 
Preuve du thtortme 13. Soit M un kG-module symttrique indecom- 
posable. 11 est clairement realisable sur une extension li ie d k. Soit 1un 
sous-corps de k de degre minimal sur k tel que M est realisable sur 1pour 
une k-base d M que nous tixons. 
Assertion. Lemodule restreint k( M,)est kG-indecomposable. 
Nous avons (M,)” & M pour tout r~ EAut(l/k) avec 0# 1. En effet, sinon 
M est realisable sur le corps fixe dun CJ # 1 avec (M,)” 1: M, suivant la
proposition 15. Cela contredit le degre minimal de 1. 
En vertu de la proposition 14, l’assertion est demontree. 
Assertion. Lemodule restreint ,JM,) est symetrique. Choisissons u e 
forme symetrique b: M x M + k non degenerte e  le groupe G agissant par
isometrics. 
Considtrons 1’ leplus petit sous-coprs de k contenant 1 e les coefficients 
de la matrice d b dans la k-base fixee d M. 11 s’agit d’une xtension fi ie 
de 1 et il est possible qu 1 s I’. 
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Notons br : Mr x Mr + I’ la forme obtenue. ConsidCrons maintenant 
I’application I-li iaire: 
Tr I’,, : I’-9 1, 
ak+ 1 o(a). 
o~Aut(l’/l) 
Elle fournit la forme I-bilinkaire, dite forme trace: 
IIX[I-+l, 
(a, 4 ++ Trril(a4 
qui est non dCgCnCr&e car1 c I’ est une extension de corps finis. 
Considtrons alors la forme kbilirkaire: 
Elle st symttrique et I’action de G sur Mr se fait par isomktries de c. 
Voyons qu’elle est non dkgtnitrte: soitm E Mr et supposons c(m, n) = 0 
pour tout nE M,. Soit aE I’, quelconque. Nous avons 
c(m, an) = 0 pour tout n E Mr. 
Done Tr,,,, [ub,(m, n)] =0, pour tout aE 1’ et pour tout nE Mr. 
Puisque laforme trace est non d&g&k&e, nous obtenons b,(m, n) = 0, 
pour tout nE Mr. D’oii m = 0. 
L’enveloppe I-lirkaire de la k-base fixCe d M est le module M,. La forme 
c,:M,xM,-,I 
en fait un module symtttrique. 
Considtrons maintenant la forme k-bilintaire 
Tr//k k(MI) xJM,) 2 I-----+ k 
Le m&me raisonnement que pour c montre que cette forme st encore 
non dtgtnCr&e. Elle fait de k(MI) un module indkomposable symktri- 
w. I 
Remurque. Si p #2, voici une faGon d’obtenir le tsultat s ns con- 
sidkrer I’: 
k(M,) est autodual car l’extension des scalaires est injective et M est 
autodual. Ainsi M est c-symktrique po run E convenable (E = Al, voir 
Sect. I). Done k@, M = M est aussi &-symttrique. Mais k est algkbri- 
quement clos et M est dkjh symktrique. Celaimplique E = 1. (cf. Sect. I). 
Le rksultat pour p= 2 est cependant utile. Nous l’utilisons dans l’appen- 
dice qui suit. 
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APPENDICE: p = 2 
Soit H, un 2-groupe abelien Clementaire de base ho,..., h, avec n> 1. Soit 
k un corps de caracteristique 2. 
Nous allons construire des kt-l,-modules symetriques indtcomposables 
de hauteur 2.Les modeles de la Section I e peuvent pas &tre utilists 
lorsque p = 2. 
Soit n=(l,J.,,..., A,)Ek”+‘. Soit U un k-espace vectoriel de dimension 
m. Considerons l’homomorphisme fA :Ho -+ Hom,( U, U) defini par 
f,(h,)= 1,f,(h,)=J,,, et f,(h,)= Ai si i>2. 
Le kti,-module A47est le k-espace vectoriel U@ U muni de l’action de 
H, suivante: 
Cette action est par isometrics de laforme symttrique 
B=OC ’ ( > 
0 1 
co OU 
C= i 9 
: 
1 0
Remargues. Cette construction est valable entoute caracteristique p. 
Mais lorsque p #2, ces modules sont en fait antisymttriques po r laforme 
Nous obtenons que ces modules ont de hauteur 2 et sot My = 
rad My = U @ 0. Chaque My est indecomposable et M’f N M’; o A= p. 
Ainsi kH, est de representation symetrique nonbornte, comme a la 
Section II. 
De m&me, il est facile de verifier quesi M’; N “(M’;) pour r~ EAut H,, 
alors IIest vecteur p opre de (a ~ I)‘. 
Soit maintenant G un groupe lini dont le 2-sous-groupe de Sylow H est 
normal et non cyclique. Soit Ho son quotient de Frattini et Q, le noyau de 
l’action de Q sur H,. Nous avons H, x Q,, normal dans H, >a Q. 
Nous &tendons l’action de H, sur chaque M’J en une action deHo x Q, 
en faisant agir aE Q, par l’identite. Lorsque ;1 EE (thtorbme 5) le module 
obtenu a un sous-groupe d’inertie rivial dans H, >Q . Les modules 
~yTfkix Q demontrent quekG est de representation symetrique nonbornee 
lorsque k st infini. 
En raisonnant comme pour p impair nous obtenons que ces modules 
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sont de vortex maximal. Lorsque p = 2 et k est infini, ous pouvons done 
utiliser la correspondance de Green et obtenir lethkorkme 1.
Le Section V est saris restriction sur p, de sorte que le thtor&me 1 st 
aussi vrai pour les corps finis decaractkistique 2. 
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